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具有 Ｂａｎａｃｈ代数的无正规的锥度量空间上

拟收缩映射的不动点定理的改进

朴勇杰
（延边大学理学院数学系，吉林 延吉 １３３００２）

摘　要：考虑一种新的拟收缩条件并证明具有 Ｂａｎａｃｈ代数的的无正规的锥度量空间上满足新的拟收缩条件的
自映射具有唯一不动点。进一步，给出更一般形式的拟收缩条件下的唯一不动点存在定理。所得结果推广和改

进了若干已知的拟收缩映射的不动点定理。
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　　１９７４年Ｃｉｒｉｃ在完备的度量空间（Ｘ，ｄ）上引进
了Ｘ上的自映射Ｔ拟收缩映射的概念：如果存在ｋ
∈［０，１）使得对任何ｘ，ｙ∈Ｘ，总有
ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｍａｘ｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），

ｄ（ｘ，Ｔｙ），ｄ（ｙ，Ｔｘ）｝
　　并证明了完备的度量空间上任何拟收缩映射必
有唯一不动点。

最近，Ｋｕｍａｍ等［１］引进了如下概念：称度量

空间Ｘ上自映射Ｔ是推广的拟收缩的，如果存在ｑ
∈［０，１）使得对任何ｘ，ｙ∈Ｘ，成立

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｑｍａｘ｛ｄ（ｘ，ｙ），

ｄ（ｘ，Ｔｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），
ｄ（ｙ，Ｔｘ），ｄ（Ｔ２ｘ，ｘ），ｄ（Ｔ２ｘ，Ｔｘ），

ｄ（Ｔ２ｘ，ｙ），ｄ（Ｔ２ｘ，Ｔｙ）｝
文献 ［１］用实例说明了新的拟收缩概念明显弱于
Ｃｉｒｉｃ的拟收缩，并证明当 Ｘ是 Ｔ－轨道完备时 Ｔ
具有唯一不动点。因此所得结论明显推广和改进了

Ｃｉｒｉｃ的结果。
２００７年，Ｈｕａｎｇ等［２］引进了锥度量空间的概

念，推广和改进了通常的实空间，并得到若干的不

动点定理。特别是近几年，一些作者在锥度量空间

上研究了拟收缩映射，得到了若干重要结果［３－７］。
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最近，在文献 ［８－１０］中引进了具有 Ｂａｎａｃｈ
代数的锥度量空间并得到了一些推广的不动点定

理，特别是，Ｌｉｕ等［９］在正规条件下得到了关于拟

收缩映射的不动点存在定理。之后，许绍元等［１１］

和Ｈｕａｎｇ等［１２］分别用两种不同的方式证明了在非

正规的条件下文献 ［９］中得到的结果仍然成立，
所得结果具有一定的意义。

在本文，将沿用文献 ［１１－１２］中的研究方
法并结合文献 ［１］中的推广的拟收缩条件讨论并
得到无正规条件下的新的不动点定理，推广和改进

文献 ［９，１１－１２］中的相应结果。

１　基本知识
设Α总是实Ｂａｎａｃｈ代数，即Α是具有乘法运

算的实Ｂａｎａｃｈ空间，其运算满足如下性质 （对任

何ｘ，ｙ，ｚ∈Α，α∈Ｒ）：
（ｉ）（ｘｙ）ｚ＝ｘ（ｙｚ）；
（ｉｉ）ｘ（ｙ＋ｚ）＝ｘｙ＋ｘｚ，（ｘ＋ｙ）ｚ＝ｘｚ＋ｙｚ；
（ｉｉｉ）α（ｘｙ）＝（αｘ）ｙ＝ｘ（αｙ）；
（ｉｖ） ｘｙ≤ ｘ ｙ。
本文总假设Α具有单位元 （即乘法单位元）ｅ

使得对任何ｘ∈Α均有ｅｘ＝ｘｅ＝ｘ。一个元ｘ∈Α
被称为可逆的，如果存在称之为逆元的元ｙ∈Α使
得ｙｘ＝ｘｙ＝ｅ。ｘ的逆元 ｙ用 ｘ－１表示。详文献
［１３］。

命题 １［１３］　设 Α是具有单位元 ｅ的实 Ｂａｎａｃｈ
代数且ｘ∈Α。如果ｘ的谱半径ｒ（ｘ）＜１，即

ｒ（ｘ）＝ｌｉｍ
ｎ→∞

ｘｎ
１
ｎ ＝ｉｎｆ

ｎ→∞
ｘｎ

１
ｎ ＜１

则（ｅ－ｘ）是可逆的，且有

ｅ－ｘ＝∑
＋∞

ｉ＝０
ｘｉ

　　注１　ｉ）对任何ｘ∈Α，ｒ（ｘ）≤ ｘ。详见文献
［１３］；

ｉｉ）如果命题１的条件ｒ（ｘ）＜１用条件 ｘ＜１
代替，则结论仍然成立。

注２　如果ｒ（ｘ）＜１，则 ｘｎ →０（ｎ→∞时）。
详见文献 ［１２］。

称具有零元０的Ｂａｎａｃｈ代数Α的子集Ｐ为锥，
如果

（ｉ）Ｐ是非空闭集且满足｛０，ｅ｝Ｐ；
（ｉｉ）对任何非负实数α，β，αＰ＋βＰＰ；
（ｉｉｉ）Ｐ２ ＝ＰＰＰ；
（ｉｖ）Ｐ∩（－Ｐ）＝｛０｝。
对于给定的锥ＰΑ，定义关于Ｐ的半序≤如

下：ｘ≤ｙ当且仅当ｙ－ｘ∈Ｐ。ｘ＜ｙ表示ｘ≤ｙ但
ｘ≠ｙ。而ｘｙ表示ｙ－ｘ∈ｉｎｔＰ，其中ｉｎｔＰ表示Ｐ
的内部。称Ｐ是体锥是指ｉｎｔＰ≠。在本文，总假
设Ｐ是体锥且≤是关于Ｐ的半序。

称锥Ｐ是正规的是指存在正实数 Ｍ使得对任
何ｘ，ｙ∈Α，

０≤ｘ≤ｙ ｘ≤ｋｙ
满足上述条件的最小的正数 Ｍ被称为 Ｐ的正规常
数。

定义 １［８－１０］　设Ｘ≠。如果映射ｄ：Ｘ×Ｘ→
Α满足

（ｉ）对任何ｘ，ｙ∈Ｘ，ｄ（ｘ，ｙ）≥０且ｄ（ｘ，ｙ）＝
０当且仅当ｘ＝ｙ；

（ｉｉ）对任何ｘ，ｙ∈Ｘ，ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（ｙ，ｘ）；
（ｉｉｉ）对任何 ｘ，ｙ，ｚ∈ Ｘ，ｄ（ｘ，ｚ）≤ ｄ（ｘ，ｙ）＋

ｄ（ｙ，ｚ）。
则称ｄ是Ｘ上的锥度量，（Ｘ，ｄ）是具有Ｂａｎａｃｈ

代数Α的锥度量空间。
注３　关于具有 Ｂａｎａｃｈ代数的锥度量空间的

例子可参看文献 ［８－１０］。
定义 ２［８－１０］　设 （Ｘ，ｄ）是具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Α

的锥度量空间，ｘ∈Ｘ且｛ｘｎ｝是Ｘ中的序列。则
（ｉ）称｛ｘｎ｝收敛于ｘ是指对任何ｃ∈Α且ｃ

０，存在自然数Ｎ使得对任何ｎ≥Ｎ，ｄ（ｘｎ，ｘ）ｃ。
记为 ｌｉｍ

ｎ→∞
ｘｎ ＝ｘ或ｘｎ→ｘ。

（ｉｉ）称｛ｘｎ｝是柯西的是指任何 ｃ∈ Α且 ｃ
０，存在自然数Ｎ使得对任何ｎ，ｍ≥Ｎ，ｄ（ｘｎ，ｘｍ）
ｃ。

（ｉｉｉ）称（Ｘ，ｄ）是完备的是指（Ｘ，ｄ）中的每个
柯西序列都在（Ｘ，ｄ）中收敛。

引理 １［１４－１５］　设Ｅ是具有体锥Ｐ的Ｂａｎａｃｈ空
间。若对任何ｃ０，成立０≤ｕ≤ｃ，则ｕ＝０。

引理 ２［１４－１５］　设Ｅ是具有体锥Ｐ的Ｂａｎａｃｈ空
间。若 ｘｎ →０（当ｘ→∞时），则对任何ｃ０，
存在自然数Ｎ使得对任何ｎ≥Ｎ，ｘｎｃ。

定义 ３［１６－１７］　设 Ｐ是 Ｂａｎａｃｈ代数 Α中的体
锥。称序列｛ｕｎ｝Ｐ为ｃ－序列，如果对任何ｃ
０，存在自然数Ｎ使得对任何ｎ≥Ｎ，ｕｎｃ。

命题 ２［１６］　设 Ｐ是 Ｂａｎａｃｈ代数 Α中的体锥，
｛ｘｎ｝和 ｛ｙｎ｝是 Ｐ中的两个序列。如果 ｛ｘｎ｝和
｛ｙｎ｝都是ｃ－序列且α，β≥０，则｛αｘｎ＋βｙｎ｝也是
ｃ－序列。

命题 ３［１６］　设 Ｐ是 Ｂａｎａｃｈ代数 Α中的体锥，
｛ｘｎ｝是Ｐ中的序列。则下列命题等价：

４６
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（ｉ）｛ｘｎ｝是ｃ－序列；
（ｉｉ）对任何ｃ０，存在自然数Ｎ１使得对任何

ｎ≥Ｎ１时ｕｎ ＜ｃ；
（ｉｉｉ）对任何ｃ０，存在自然数Ｎ２使得对任何

ｎ≥Ｎ２时ｕｎ≤ｃ。
命题 ４［１０］　如果 Ｐ是 Ｂａｎａｃｈ代数 Α中的体

锥，ｋ∈Ｐ是任意给定的向量且 ｛ｕｎ｝是 ｃ－序列，
则｛ｋｕｎ｝也是ｃ－序列。

命题 ５［１０］　设（Ｘ，ｄ）是具有Ｂａｎａｃｈ代数Α的
锥度量空间且Ｐ是Α中的体锥。若｛ｘｎ｝是Ｘ中收
敛于ｘ∈Ｘ的序列。则

（ｉ）｛ｄ（ｘｎ，ｘ）｝是ｃ－序列；
（ｉｉ）对任何自然数 ｐ，｛ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋ｐ）｝也是 ｃ－

序列；

命题 ６［１０］　设Α是Ｂａｎａｃｈ代数且ｘ，ｙ∈Α。如
果ｘ和ｙ可交换，则ｒ（ｘｙ）≤ｒ（ｘ）ｒ（ｙ）。

定义４　设 （Ｘ，ｄ）是具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Α的锥
度量空间，Ｔ：Ｘ→Ｘ是一个映射。对任何ｘ∈Ｘ及
正整数ｎ，令

ＯＴ（ｘ，ｎ）＝
｛ｘ，Ｔｘ，Ｔ２ｘ，…，Ｔｎｘ｝，ＯＴ（ｘ，＋∞）＝

｛ｘ，Ｔｘ，Ｔ２ｘ，…｝
称ＯＴ（ｘ，＋∞）为ｘ点的Ｔ－轨道，称（Ｘ，ｄ）为Ｔ
－轨道完备是指ＯＴ（ｘ，＋∞）中的每个柯西序列必
收敛。

注４　定义４是文献 ［１］中相应定义在具有
Ｂａｎａｃｈ代数Α的锥度量空间上表现形式。

２　拟收缩映射的不动点定理的推广
文献 ［９，１１－１２］中给出如下定义：
定义５　设 （Ｘ，ｄ）是具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Α的锥

度量空间。称一个映射Ｔ：Ｘ→Ｘ为拟收缩的是指存
在ｋ∈Ｐ且ｒ（ｋ）＜１使得对任何ｘ，ｙ∈Ｘ，成立

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｕ （１）
其中 ｕ∈ ｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），
ｄ（ｙ，Ｔｘ）｝。

文献 ［１１－１２］在 Ｘ的非正规条件下分别给
出了如下拟收缩映射的不动点存在定理：

定理１　设 （Ｘ，ｄ）是具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Α的完
备锥度量空间。如果Ｔ：Ｘ→Ｘ为拟收缩映射，即满
足式 （１）。则 Ｔ有唯一不动点，并且对任何 ｘ∈
Ｘ，迭代序列｛Ｔｎｘ｝收敛于该不动点。

下面，首先给出如下新的一类拟收缩映射的不

动点存在定理。

定理２　设 （Ｘ，ｄ）是具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Α的锥

度量空间，Ｔ：Ｘ→Ｘ为自映射。如果Ｘ是Ｔ－轨道
完备的且存在ｋ∈Ｐ且ｒ（ｋ）＜１使得对任何ｘ，ｙ∈
Ｘ，成立

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｖ（ｘ，ｙ） （２）
其中 ｖ（ｘ，ｙ）∈ Ａ（ｘ，ｙ） ｛ｄ（Ｔ２ｘ，ｘ），ｄ（Ｔ２ｘ，Ｔｘ），
ｄ（Ｔ２ｘ，ｙ），ｄ（Ｔ２ｘ，Ｔｙ）｝。则 Ｔ有唯一不动点，并且
对任何ｘ∈Ｘ，迭代序列｛Ｔｎｘ｝收敛于该不动点。

证明　任取 ｘ０ ｘ∈ Ｘ并定义 ｘｎ ＝Ｔ
ｎｘ＝

Ｔｎ－１ｘｎ－１，ｎ＝１，２，…，构造一个序列｛ｘｎ｝∞ｎ＝０。对任
何固定的ｉ＝１，２，…，根据式 （２），

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）＝ｄ（Ｔｘｉ－１，Ｔｘｉ）≤ｋｖ（ｘｉ－１，ｘｉ）（３）
其中

ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ）∈Ａ（ｘｉ－１，ｘｉ）＝
｛ｄ（Ｔ２ｘｉ－１，ｘｉ－１），ｄ（Ｔ

２ｘｉ－１，Ｔｘｉ－１），
ｄ（Ｔ２ｘｉ－１，ｘｉ），ｄ（Ｔ

２ｘｉ－１，Ｔｘｉ）｝
即ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ）∈Ａ（ｘｉ－１，ｘｉ）＝｛ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１），ｄ（ｘｉ＋１，
ｘｉ），０｝。

如果ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ）＝ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１），则根据式 （３）
得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１）
　　如果 ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ）＝ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ），则根据式 （３）
得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ）（ｅ－ｋ）ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）≤０
于是根据命题 １得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）＝０≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１）
　　如果ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ）＝０，则根据式 （３）得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）＝０≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１）
　　综合上三种情况得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１），ｉ＝１，２，… （４）
　　对任何固定的ｉ＝１，２，…，利用式 （２），
ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）＝ｄ（Ｔｘｉ－１，Ｔｘｉ＋１）≤ｋｖ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）

（５）
其中 ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）∈ Ａ（ｘｉ－１，ｘｉ） ＝｛ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１），
ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ），０，ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ＋２）｝。

若ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）＝ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ－１），则根据式 （５）
得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤ｋｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）
　　若 ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）＝ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ），则根据式 （５）
和式 （４）得到
ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤ｋｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）≤ｋ

２ｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）
　　若ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）＝０，则根据式 （５）得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤０≤ｋｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）
　　若ｖ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）＝ｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ＋２），则根据式 （５）
和式 （４）得到

５６
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ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｉ＋２）≤ｋ
２ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）

于是

（ｅ－ｋ２）ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤０
根据命题６可知ｒ（ｋ２）≤（ｒ（ｋ））２＜１，于是根据命
题 １可知ｅ－ｋ２是可逆的，因此由上式得到

ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤０≤ｋｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）
　　综合上述四个情况得到
［ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤ｋｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）］∨［ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤

ｋ２ｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）］，ｉ＝１，２，… （６）
把式 （６）写成
ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋２）≤ｋ

（ｉ，ｉ＋２）ｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１），ｉ＝１，２，…

（７）
其中［ｋ（ｉ，ｉ＋２） ＝ｋ］∨［ｋ（ｉ，ｉ＋２） ＝ｋ２］。

下面将证明：对任何自然数 ｎ，当两个自然数
ｉ，ｊ满足１≤ｉ，ｊ≤ｎ时成立
ｄ（ｘｉ，ｘｊ）≤ｋ（ｅ－ｋ）

－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

（８）
当ｎ＝１时ｉ＝ｊ＝１，于是式 （８）显然成立。假设
ｎ＝ｍ时式 （８）成立，即

ｄ（ｘｉ，ｘｊ）≤
ｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］，１≤ｉ，ｊ≤ｍ

（９）
现设ｎ＝ｍ＋１。由于当１≤ｉ，ｊ≤ｍ时式 （８）成
立，于是可设ｊ＝ｍ＋１，１≤ｉ≤ｍ。

由于

ｄ（ｘｉ，ｘｍ＋１）＝ｄ（Ｔｘｉ－１，Ｔｘｍ）≤ｋｖ（ｘｉ－１，ｘｍ）
其中 ｖ（ｘｉ－１，ｘｍ）∈ Ａ（ｘｉ－１，ｘｍ） ＝｛ｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１），
ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１），ｄ（ｘｉ＋１，ｘｍ），ｄ（ｘｉ＋１，ｘｍ＋１）｝。

（Ｉ）考虑 ｉ＝１的情况。此时 ｖ（ｘ０，ｘｍ）∈
｛ｄ（ｘ０，ｘ２），ｄ（ｘ１，ｘ２），ｄ（ｘ２，ｘｍ），ｄ（ｘ２，ｘｍ＋１）｝。
１）当ｖ（ｘ０，ｘｍ）＝ｄ（ｘ０，ｘ２）时，

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤ｋｄ（ｘ０，ｘ２）≤
ｋ［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］≤

ｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］
　　２）当ｖ（ｘ０，ｘｍ）＝ｄ（ｘ１，ｘ２）时，

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤ｋｄ（ｘ１，ｘ２）≤
ｋ［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］≤

ｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］
　　３）当ｖ（ｘ０，ｘｍ）＝ｄ（ｘ２，ｘｍ）时，

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤ｋｄ（ｘ２，ｘｍ）≤
ｋ［ｄ（ｘ１，ｘ２）＋ｄ（ｘ１，ｘｍ）］≤

ｋ［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］＋ｋｄ（ｘ１，ｘｍ）
结合式 （９）得到

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤ｋ［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］＋

ｋｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］
即

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤
ｋ［ｅ＋ｋ（ｅ－ｋ）－１］［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］＝

ｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］
　　４）当ｖ（ｘ０，ｘｍ）＝ｄ（ｘ２，ｘｍ＋１）时，

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤
ｋ［ｄ（ｘ１，ｘ２）＋ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）］≤

ｋ［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］＋ｋｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）
于是得到

ｄ（ｘ１，ｘｍ＋１）≤ｋ（ｅ－ｋ）
－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

综合以上讨论可知当ｉ＝１，ｊ＝ｍ＋１时式 （８）成
立。

（ＩＩ）考虑ｉ＝ｍ的情况。此时
ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）＝ｄ（Ｔｘｍ－１，Ｔｘｍ）≤ｋｖ（ｘｍ－１，ｘｍ）

其中 ｖ（ｘｍ－１，ｘｍ）∈ Ａ（ｘｍ－１，ｘｍ）＝｛ｄ（ｘｍ－１，ｘｍ＋１），
ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１），０｝。
１）若ｖ（ｘｍ－１，ｘｍ）＝ｄ（ｘｍ－１，ｘｍ＋１），则

ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤ｋｄ（ｘｍ－１，ｘｍ＋１）≤
ｋ［ｄ（ｘｍ－１，ｘｍ）＋ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）］

即

ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤ｋ（ｅ－ｋ）
－１ｄ（ｘｍ－１，ｘｍ）

于是根据式 （４）和式 （７）得到
ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤ｋ

２（ｅ－ｋ）－１ｄ（ｘｍ－２，ｘｍ）≤
ｋ２（ｅ－ｋ）－１ｋ（ｍ－２，ｍ）ｋ（ｍ－３，ｍ－１）…ｋ（１，３）ｄ（ｘ０，ｘ２）≤
ｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］
２）若ｖ（ｘｍ－１，ｘｍ）＝ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１），则

ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤
ｋｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）（ｅ－ｋ）ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤０

于是

ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤ｋ（ｅ－ｋ）
－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

　　３）若ｖ（ｘｍ－１，ｘｍ）＝０，则显然成立
ｄ（ｘｍ，ｘｍ＋１）≤ｋ（ｅ－ｋ）

－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］
综合上述三种情况可知当 ｉ＝ｍ，ｊ＝ｍ＋１时式
（８）仍成立。

（ＩＩＩ）考虑２≤ｉ≤ｍ－１的情况。此时，由于
ｉ＋１≤ｍ，因此当ｖ（ｘｉ－１，ｘｍ）取Ａ（ｘｉ－１，ｘｍ）中的元
ｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１），ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１），ｄ（ｘｉ＋１，ｘｍ）之一时根据归
纳原理得到

ｄ（ｘｉ，ｘｍ＋１）≤ｋｖ（ｘｉ－１，ｘｍ）≤
ｋ２（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

而当ｖ（ｘｉ－１，ｘｍ）＝ｄ（ｘｉ＋１，ｘｍ＋１）时
ｄ（ｘｉ，ｘｍ＋１）≤ｋｄ（ｘｉ＋１，ｘｍ＋１）≤
ｋ［ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）＋ｄ（ｘｉ，ｘｍ＋１）］

６６
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于是得到

ｄ（ｘｉ，ｘｍ＋１）≤ｋ（ｅ－ｋ）
－１ｄ（ｘｉ，ｘｉ＋１）

因此根据式 （４）和式 （７）得到
ｄ（ｘｉ，ｘｍ＋１）≤ｋ

２（ｅ－ｋ）－１ｄ（ｘｉ－１，ｘｉ＋１）≤
ｋ２（ｅ－ｋ）－１ｋ（ｉ－１，ｉ＋１）ｋ（ｉ－２，ｉ）…ｋ（１，３）ｄ（ｘ０，ｘ２）≤

ｋ（ｅ－ｋ）－１ｄ（ｘ０，ｘ２）≤
ｋ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

综合上述讨论可知当２≤ ｉ≤ ｍ－１，ｊ＝ｍ＋１时
（８）仍然成立。于是综合所有情况并根据归纳法知
式 （８）成立。

对任何两个自然数ｎ，ｍ且１＜ｎ＜ｍ，根据式
（２），
ｄ（ｘｎ，ｘｍ）＝ｄ（Ｔｘｎ－１，Ｔｘｍ－１）≤ｋｖ（ｘｎ－１，ｘｍ－１）

其中ｖ（ｘｎ－１，ｘｍ－１）∈Ａ（ｘｎ－１，ｘｍ－１）＝｛ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１），
ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１），ｄ（ｘｎ＋１，ｘｍ－１），ｄ（ｘｎ＋１，ｘｍ）｝。令

Ｃ（ｎ，ｍ）＝｛ｄ（ｘｉ，ｘｊ）｜ｎ≤ｉ，ｊ≤ｍ｝
则由上式可知对每个ｕ∈Ｃ（ｎ，ｍ），存在ｖ∈Ｃ（ｎ－
１，ｍ）使得ｕ≤ｋｖ。于是得到

ｄ（ｘｎ，ｘｍ）≤ｋｕ１≤ｋ
２ｕ２≤…≤

ｋｎ－１ｕｎ－１≤ｋ
ｎ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

（１０）
其中

ｕ１∈Ｃ（ｎ－１，ｍ），
ｕ２∈Ｃ（ｎ－２，ｍ），…，ｕｎ－１∈Ｃ（１，ｍ）

及

ｕｎ－１≤ｋ（ｅ－ｋ）
－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］

（根据式 （８））
由于

ｋｎ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］≤

ｋｎ （ｅ－ｋ）－１ ［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ ｄ（ｘ１，ｘ２）］
且由注２知 ｋｎ →０（当 ｎ→ ∞ 时），于是根据引
理２，对任何ｃ０，存在自然数Ｎ＞１使得ｎ＞Ｎ
时

ｋｎ（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ０，ｘ１）＋ｄ（ｘ１，ｘ２）］ｃ
于是结合式 （１０）得到对任何 ｃ０，存在自

然数Ｎ＞１使得ｍ≥ｎ＞Ｎ时ｄ（ｘｎ，ｘｍ）ｃ。因此
｛ｘｎ｝是ＯＴ（ｘ，＋∞）中的柯西序列，所以根据Ｔ－
轨道完备性存在ｘ ∈Ｘ使得ｘｎ→ｘ。

根据式 （２），对任何自然数ｎ，
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤

ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｄ（Ｔｘｎ－１，Ｔｘ）≤
ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｖ（ｘｎ－１，ｘ） （１１）

其中 ｖ（ｘｎ－１，ｘ）∈ Ａ（ｘｎ－１，ｘ）＝｛ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１），
ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１），ｄ（ｘｎ＋１，ｘ），ｄ（ｘｎ＋１，Ｔｘ）｝。

１）若 ｖ（ｘｎ－１，ｘ）＝ｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１），则根据式
（１１）得到

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ－１，ｘｎ＋１）

（１２）
　　２）若 ｖ（ｘｎ－１，ｘ） ＝ｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１），则根据式
（１１）得到

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ，ｘｎ＋１）（１３）
　　３）若 ｖ（ｘｎ－１，ｘ）＝ｄ（ｘｎ＋１，ｘ），则根据式
（１１）得到

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ＋１，ｘ）（１４）
　　４）若 ｖ（ｘｎ－１，ｘ）＝ｄ（ｘｎ＋１，Ｔｘ），则根据式
（１１）得到
ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋｄ（ｘｎ＋１，Ｔｘ）≤
ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋ［ｄ（ｘｎ＋１，ｘ）＋ｄ（ｘ，Ｔｘ）］

于是得到

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤
（ｅ－ｋ）－１［ｄ（ｘ，ｘｎ）＋ｋ［ｄ（ｘｎ＋１，ｘ）］（１５）

因此综合四种情况可知无论何种，由命题２－命题
５，都有

ｄ（ｘ，Ｔｘ）≤ｙｎ
其中｛ｙｎ｝是锥Ｐ中的ｃ－序列。于是根据定义３，
对任何ｃ０，存在自然数Ｎ使得当ｎ＞Ｎ时ｄ（ｘ，
Ｔｘ）≤ｙｎｃ，因此根据引理 １得到 ｄ（ｘ，Ｔｘ）
＝０，故ｘ 是Ｔ的不动点。
如果ｙ 也是 Ｔ的不动点，则根据式 （２）得

到

ｄ（ｘ，ｙ）＝ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｖ（ｘ，ｙ）
其中ｖ（ｘ，ｙ）∈Ａ（ｘ，ｙ）＝｛ｄ（ｘ，ｙ），０｝。于
是容易得到ｘ ＝ｙ，因此ｘ 是Ｔ的唯一不动点。

记

Ｂ（ｘ，ｙ）＝
｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），ｄ（ｙ，Ｔｘ）｝；

Ｄ（ｘ，ｙ）＝
｛ｄ（ｘ，ｙ），ｄ（ｘ，Ｔｘ），ｄ（ｙ，Ｔｙ），ｄ（ｘ，Ｔｙ），ｄ（ｙ，Ｔｘ），
ｄ（Ｔ２ｘ，ｘ），ｄ（Ｔ２ｘ，Ｔｘ），ｄ（Ｔ２ｘ，ｙ），ｄ（Ｔ２ｘ，Ｔｙ）｝

则Ｄ（ｘ，ｙ）＝Ａ（ｘ，ｙ）∪Ｂ（ｘ，ｙ）。
注５　用（Ｘ，ｄ）的Ｔ－轨道完备性代替定理 １

中的（Ｘ，ｄ）的完备性，定理 １仍然成立。
注６　定理１的证明的关键一步是：对任何自

然数ｎ，当两个自然数 ｉ，ｊ满足１≤ ｉ，ｊ≤ ｎ时成立
ｄ（ｘｉ，ｘｊ）≤ｋ（ｅ－ｋ）

－１ｄ（ｘ０，ｘ１）（详见文献 ［１１－
１２］中的证明），但是这结果也满足式 （８）。

结合定理１和定理２并根据注５和注６，得到
如下具有 Ｂａｎａｃｈ代数的非正规的锥度量空间上

７６
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Ｃｉｒｉｃ定理 （即定理１）的推广结果。
定理３　设 （Ｘ，ｄ）是具有 Ｂａｎａｃｈ代数 Α的锥

度量空间，Ｔ：Ｘ→Ｘ为自映射。如果Ｘ是Ｔ－轨道
完备的且存在ｋ∈Ｐ且ｒ（ｋ）＜１使得对任何ｘ，ｙ∈
Ｘ，成立

ｄ（Ｔｘ，Ｔｙ）≤ｋｖ（ｘ，ｙ） （２）
其中ｖ（ｘ，ｙ）∈Ｄ（ｘ，ｙ）。则Ｔ有唯一不动点，并且
对任何ｘ∈Ｘ，迭代序列｛Ｔｎｘ｝收敛于该不动点。
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